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13*0 je Ajndta jnova opdta taorija relativnosti u skladu sa 
svir. dosad poznatim eksperimentima, ditav niz godina vrda sa 
istrafiv.nja koja imaju sa cllj modifikaci ju ova teorije. 
Razlozi su videstruki i preteino sa teorijske prirode: sin- 
gular! teti , nemogudnost uspedne kvantizaoije gravitaeije. 
aokisaut. uloga spina a ovoj taoriji. specifidn. uloga gravi- 
taci je « odnosu na ostale fundamental fizidk. interakeije. 


Gravitacija kao k.libraciono invarij.ntna (gauge invariant) 
taorija za sad. je jedini kandidat koji tzaba da pr.vazidje 
„eka od nabzojanih problems opdte taorija relativnosti . * Naj- 
prostij. varijanta ovakvih taorija. z.snovana na Poer.kareovo j 
grupi. odgovara A jndta jn-Kartanovoj teoriji. u kojoj ja torzi 
ja razlidita od nula (za razliku od Ajnitajnove taorija). ali 
j e nedinatridka . Saialost, i u ovoj taoriji ostaje problem kvan- 
tizaeija i singulariteta . O njoj da biti vide radi u prvor. 
oaeljku ovoc rada. 

Teorije sa kvadratidnim Lagranii janira , u kojina torzija ina 
dinamidku ulogu, jod uvak nisu dataljno ispitana. Problem kvan- 
tizaoija ostada skoro sigurno i u njima. dok ja pitanja singu- 
lamosti jod otvoreno. Ketod koji da biti izloden u ovom radu 
mogude ja primeniti i na ova taorija. Tako ja u tredem odaljku, 
nadjan opdti oblik Hamilton! jana materija » gravit.oionom polju 
primenl jiv i na kvadratitne Lagrani i jane . 
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Sve kalibraciono invarijantne teorije nuino su opisane singu- 

larnim LagranXi janima, pa je prelaz na Hamiltonov formalizam 

nuXno izvesti Dirakovira raetodom, 2 ^ £ije su osnovne karakteris- 

tike izlofene u drugom odeljku. Hamiltonovu formulaciju AjnS- 

tajnove teorije gravitacije dao je san Dirak,^ aok je AjnStajn- 

4 \ 

Kartanova teorija u Hand 1 to novo j formi data u radu M. Kasuy-e. 
finjenica da je metod izloXen u ovim radovirra neprimenljiv na 
kvacratidne LagranXijane bila je direktna ir.spiracija za ovaj 
rad. U njemu je takodje opravdar. utica j eliminacije izvesnog 
broja stepeni slobode u LagranXevom formalizmu na konstrukciju 
Dirakovih zagrada. Diskusija ovih pitanja izloiena je u petom 
odeljku, gde je razrotren primer spinornoa polja, kojim su se i 
bavili pomenuti autori. 

Centralni deo ovog rada izloien je u Cetvrtom odeljku, gde je 
data kompletna Hamiltonova formulacija AjnSta jn-Kartanove teo- 
rije gravitacije u interakciji sa materijon opisanoir. linearniir. 
LagranXi janom. Ova}, kao i predhodni oaeljak, predstavl ja ju u 
neku ruku direktnu generalizaci ju rezultata ' ^ koji de biti ob- 
javljeni u dasopisu 11 Nuovo Ciner.to B tokor. ove codine. 
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I. AJNSTAJN- KARTANOVA TEORIJA GRAVITACIJE 
KAO KALIBRACIONO INVARI JANTNA TEORIJA 


Pre nego Sto se detaljni^e zadrzimo na A jnSta jn-Kar tanovo j te- 
criji podsetimo se u najkradirr. crtaroa standardr.ih kalibraciono 
invar ijantnih teorija sa unutrasnjim gruparoa simetrije. 

Posrratra jmo neku kontir.ualnu Lievu grupu transfonsaci ja pclja 
naterije koja zavisi od n konstantnih parametara t , 

( . .a ^ -_ a /. x k = = C). Ovu podetnu grupu simetrije zva- 

denc clobalnorr. . U inf initezimalno j formi zakon transformed je 
polja naterije u(x) i njihovih izvoda dat je formulama 


£U(X) = e a T a u(x) i 0 5 k u(x) = e a T a 3 k u(x) 


(podrazumevamo AjnStajnovu konvenciju o sumiranju) , gde su T fl 
generator! izabrane reprezentaci je po kojoj se transforms 
vektor-kolone u(x), i koji zadovol java ju komutacione relacije: 


_ T T " = T T. - T, T 
--a' b- a b b a 


"a b c 


dok su f a C b struktume konstante grupe. Pri izvod^enju forirule 
( 2 ) koristi se konstantnost parametara grupe i dinjenica da 
tzv. fom-variiaciTa funkcije 


5 u(x) = u'(x) - u(x) 
o 


komutira sa izvodima. Iz invari jantnosti dejstva sistema S, 
koristedi Cinjenicu da je grupa simetrije unutraSnja, sledi i 
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invari jantnost gustine Lagraniijana L (koji demo kratko zva- 
ti Lagraniijanom) 

'S * 0 * = 0 (5,6) 

Ako sada dopustimo da parametri 6 a zavise od koordinata: 
a = - a (x) sa globalne prelazino na tzv. lokalnu grupu), 

izvodi pcl^a materi 3 e nede se viSe transfornisati po zakonu (2), 
usied ceca vi£e ni LagranSijar., a ni dejstvo, nede biti invari- 
lantai. Ukoliko zelimo da zadr 2 i.no invari jantnost u odnosu na 
lokalnu grupu rorano reformulisati teoriju r.a slecedi r.acin: 

1 ) DefmiSino kovari jantni izvod polja naterije relacijor, 

C^u <x) = '- k u(x) + A a k T a u(x) (“) 

bine sr-.o u teori 3 u uveli 4n novih "kor.penzacionih pclja" - 
potencijala - A a k - Zahtevajmo da se novi izvod transforrru.se 
kao i saro polje naterije, 

-D k u(x) - i 3 (x) T a D k u(x) ( 6 ) 

cdakle ^ednoznadno dobijano nekovari jantni zakon transfoma- 
ci^e potencijala A a k , koji mi nedemo navoditi. 

2) Defir.iSino novi Lagraniijan teorije tako Sto demo u starom 
zaaeniti obicne izvode kovari jantnim 

Liu, '^ k u, A a k ) * L (u, r R u * D k u) : L(u, D k u) (9) 

Ova^ Lagraniijan invarijantan je u odnosu na lokalnu grupu 
transformaci^a. 
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3) Na kra ju,Lagranzi janu materije u potencijalu A a k (9) treba 
dodati i Lagranzi jan L A slobodnih A-polja. Iz invari jantnos- 
ti L A u odnosu na lokalnu grupu sledi da on od potencijala 
A moze zavisiti sa.no preko tzv. kompenzacionih pol ja : 


4 - V'% - £ b% A *'i • 


koja se transformiSu kovarijantno (po regularnoj reprezenta- 
ciji lokalne grupe) . Izbor Lagraniija.na L A nije jednozna- 
can. Na jprosti ja mogudnost je 


r" = - - F . - F 
- 4 13 a 


dobro poznata iz elektrodinamike . 

U f orrr.uli ( 11 ) Latinske incekse pocizero ponodu dijagonalnog 
metridkoc tenzcra r, sa komponentama = -* aa =1 a = 1,2,3, 

dok grupne indekse spuStamo ponodu netrike g ad = f a c f b d* 

Frimetimo vaznu iinje.nicu da dlan mV. hj nije invarijantan 
u odnosu na lokalizovanu grupu, odnosno da su destice pridruzene 
potenci jalima A a k nuino bez mase. One se zato i naziva 3 U nena- 
senim kalibracionim bozonima. 


Podjimo sada na sludaj klasidne, relativistidki invarijantne 
teorije, kod koje je globalna grupa simetrije Poenkareova gru- 
pa. Znadaj Poenkareovih transformaci ja x ' 1 = a 1 + A 1 ^ x 2 3 je u 


tome Sto one predstavl ja ju jedinstvene nesingularne transforraa- 
d je koordinata koje oduvavaju interval 75 , odakle i sledi kine- 
matika specijalne teorije relativnosti . U inf initezimalnoj formi 


one su zadane formulom 



5 L + L,, ox = 0 
O K 


Dopustirno sada da parametri iu kl i c k postanu proizvoljne 
funkcije koordinata. Umesto (12) tada imamo : 


dx k = ^ k j (x) x 1 + e k (x) 


odakle vidirno da je i varijacija Sx proizvoljna fur.kci ja , 
tako da iz jednog (Lorencovog) si sterna rnoZemo predi u proizvo- 
1 jar. (krivolini jski) sistem koordinata. Drugim recira, lokali- 
zovana Poenkareova grupa je grupa opltih koordinatnih transfor- 
nacija GL (4). Ove opste sisteme koordinata oznacavademo grckixn 
inceksina, a takodje i sve velidine koje se transformiSu po 
GL ( 4 i , za razliku od Lorencovih tenzora za koje den o zadrzati 
latinske indekse. Umesto (17) treba pisati 

ix~ = u (x) x v + c"(x) (17') 

v 

U forrculama (13) - (16) treba takod jezameni ti sve indekse grd- 
kim, osim za velidine koje se odnose na Lorencove sisteme, a to 
su o; 13 , S. 3 i izvodi polja materije. Formalno, mo5emo defini- 
sati i ove velidine sa grdkim indeksima, koristedi delta funkci- 
je: £ i 6 k . 
x u 

PoSto r.a£a teorija nije invarijantna u odnosu na GL(4), po ana- 

logiji sa unutrasnjim grupama, def inisademo kovarijantni izvod, 

uvodedi konoenzacione potencijale A y , i • 

k k' 


= (5 V + A u . P,. + 1 A lj , M . . ) U 


k lj' 


D k u(x) 


(18) 
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tako da se novi izvod (18). u cdnosu na GL(4>, trar.sform.ise 

kao i star! u odnosu na Poenkareovu grupu. Odatle dobijamc za- 

kon transfomacije potencijala koji je u skladu sa gore nave- 

. . , 5) 

cenon konver.cijor o iznoru tipa maeksa 

Ako sada definisemo novi Laaranzijan forroulcr: 


- o , 


iu, 3,U» A) — V "j r D,U ) 


( 19 ) 


za njega de vaiiti uslov invari jantnosri (16), odnosno 

5 L° - L°, 5x" = 0. Medjutim, u siucaju ccstih transfornaci ja, 

o 

uslov invari jantnosti dejstva £ o S = C daje 


•' L = L, ex' - L(ix') , = 0 , 

c •• 


( 20 ) 


tako da jos uvek nisno dobili invar i jantr.u teoriju ako bisr.o 
zadrzala I^granzijar. L° . Mode se pokazati ‘ da ce uslov (20) 
vaSiti 2 a Lagrar.zijan dat izrazom: 


L(u,3u, h.A) = b L° = det(b*. ) L(u, e,u) , 


( 21 ) 


ede su b _ inverzna tetradna polja : 


K . v .V 


b h. = C. ; b h. ‘ 
•> - 1 


-k 


1 


( 22 ) 


dok su tetradna polja definisar.a preko A-potencijala relacijom: 


V i V - (A 'k 4 V 


(23) 


?iacalje demo tetradna polja i poteneijale A 1 ^ = b k .A i3 k 5 

smtrati osnovni* varijablama teorije. Ona tfe karakterisati 
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gravitacionu interakeiju polja materije. 

Posto se, kao i u siucaju unutrasr.jih grupa, potencijali ne 
transformisu kovari jantno , mo 2 e mo definisati kalibraciona 
polja (uporediti (10)) relacijama 


Rl \l = *V“ V' 


“3 + A 1 , A lj . ) 


1 v 


(24) 


C ki = - 2 V' h l 


(h 


- A h ) 
ir.v n 


(25) 


pomodu kojih isozeno kor.struisati Lacranfijan siobocr.og gravita- 
cior.ee polja, forr.irajuci (kontrakei jor.) razlicite invarijantne 
komtmaci je . Najprostija takva noaudnost, koja nije postojala 
u siucaju unutra5njih grupa, gde su prostorni indeksi i,j,k i 
grupni indeksi a,b,c bili esencijalno razliditi, je: 


•g i _J_ 

2 K 


1 

2 x 


»*3 
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(26) 


( at je Agnstajnova gravitacior.a konstanta) . Ovakav izber Lacrar.- 
zijana daje Ajr.sta in-Kartanovu teoriju: 

Uspostavimo sada vezu izmedju kalibracionih potencijala (polja) 
i standardnih geometri jskih objekata. 1 ' Tetradna polja uspestav- 
1 ja ju vezu izmedju Lorencovih i svetskih tenzora, t j . menjaju 
erdke i latinske indekse (i obmutc) . Ponodu njih nozeno defini- 
sati metricki ter.zor 


g,. 


, k , . k . 1 

b b, = ru, b b 

u kv kl u ' 


( 27 ) 


koji odredjuje metridki element ds = a dx" dx v . Pored 
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me trike, drugi fundamental!*! objekat Rimanovih prostora je 
af ina koneksi ja , koja definise paralelni prenos vektora, i ko- 
ja nije nufno simetridna 


.X 

y v 




V 



(28) 


VeliCine R uv g i C ’ 1 vc * dobijene iz formula (24) i (25), nazi- 
vaju se tenzor krivine i torzija, respektivno. Veza krivine i 
koneksi je ista je kao u standaranoi AjnBtajnovoj teoriji, u ko- 
icj je torzija nula. Simetridni deo koneksije jednak je Kristo- 
felovom. simbolu konstruisanom ponotfu metrike (27), dok je anti- 
sinetridni deo jednak torziji. U tome je i osnovna razlika 
Ajnsta jnove i Ajn§ta jn-Kartanove teorije gravitacije. 


Sa gledista kalibracionih teorija A jn§ta j-Kartanova teorija je, 
u izvesnom snislu, "patoloski slufiaj”, jer se polja A i] ^ ne 
propagiraju, odnosno mogu biti eliminisana iz jednaCina kretanja, 
o denu de biti vise redi u detvrtom delu. 
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II. HAMILTONOVA FORMULAC I JA SISTEMA SA VEZAMA 

Posnatra]mo, rad! jednostavnosti, sistem sa konadnim brojen 
stepeni sloboae, opisan koordinatama q^. . Pri standardnom pre~ 
lazu sa Laaranzevoc na Hamiltonov formal izarn pretpostavl ja se 
da je Lacranzijan nesingularan , tako da sistem 0 jler-Lagrar.ze- 
vih jednadina mozemo resiti po ubrzanjima: det ( c I</?q r ?q s )^0. 

Standardna defir.icija impulsa 

p r = = f r (q s , q s ) r,s = 1,..., R (D 

omogudava da brzine izrazimo preko impulsa, tako da ih mo- 

zemo eliminisati iz izraza 


H(p,q) = ? S q g “ Mq, q) (2) 

koji se naziva Hamiltonovom funkcijom sistema. 

Kalibraciono invarijantne teorije, o kojima se govorilo u pret- 
hodnom oaeljku, opisane su singularnim Lagranii janima . Da 
bismo ovakve teorije iaogli kvantizirati, potrebno je prethodno 
dati njihovu Haniltonovu formilaciju, a zatim primeniti postula- 
te o kvantizaciji klasidnog sistema. 

Pretpostavimo sada da je rang matrice D jednak N - M 
(r,s = 1 , . . . ,N) . Tada sistem jednadina (1) ne modemo reSiti po 
svim brzinama, ved postoji M primarnih veza izmedju impulsa i 
koordinata (koordinate ovde imaju ulogu parametara) 


♦^(Pfq) : 0 


M ; 


m = 1 


(3) 
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simbol tzv. slaba jednakost, treba da nas opomene da pri 

rafunan ju Poasonovih zagrada 



ne sneno funkcije e m (p,q) (levu stranu slabe jednakosti) zame- 
niti nuloir. (desnom stranor. slabe jecnakcsti) pre neco sto izra— 
dunamo Poasonove zagrade. 


Moze se pokazati^ da kanonidki Hamiltoni jan, definisan relaci- 
jom (2), raoze i u sludaju postojania veza (3) biti izrazen kac 
funkcija koordinata i impulsa, tako da ne zavisi od brzxna. Ovor. 
izrazu moiemo dodati linearnu kombinaci ju prirarnih veza sa prc- 
lzvoljnip, koef ici jentima u~ : 


(5) 


i tako dobiti tzv. totalni Haiti ltonij an. Koristedi defir.iciju 
Poasonovih zagrada, jednacina kretarja za proizvol jnu dinar.icku 
promenljivu g(p,q> postaje: 


g = ~g, HJ ■+■ u" _g. 



( 6 ) 


Po Sto primarne veze moraju biti ofuvane u vremenu, aobigamo: 


= IT + u 


odnosno tzv. uslove konzistentnosti veza. Ako pretpostavimo da 
je podetni Lagran^ijan izabran tako da ne aaje nekonzistentne 
jednadine, uslovi konzistentnosti (7) mogu se svesti na: 

1) identitete 0*0, 


l 
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2) iz jednacina mogu ispasti nepoznate funkcije u , tako 
da dobijamo nove, tzv. sefcundarne veze 

X n (p,q) = 0 (8) 

3) iz preostalih jednacina sistema (7) mozemo odrediti nepozna- 
te funkcije u = u(p,q). 

I za sekunaarne veze treba napisati uslove konzistentnosti; 
opet mozemo dobiti identitete, odrediti neke od preostalih u-ova , 
ili dobiti novu grupu sekundarnih veza. Postupak se nastavlja i 
sa ovim vezama, itd., sve dok, na kraju, za poslednju grupu veza 
uslovi konzistentnosti ne daju identitete. Oznadimo sa = °» 

j = 1 ,...,M+K=J, sve veze koje smo tako dobili (ukupno ima K se- 
kundarnih veza, i M+1 = Xj tj = X K ; J * N) ,- uslovi konzis- 

tentnosti za njih glase: 

"ij, H] + u” U y Ojjj] = 0 , m = 1,...,M , j = (9) 

Posmatrajmo sano one jednadine (9) koje sluze za odredjivanje 

u-ova; vidimo da je sistem nehomogen po u-oviaa, tako da je opSte 

resen je sistema zbir partikulamog resenja nehomogenog sistema 

iq) n i linearne kombinacije A nezavisnih re§enja homo- 

' m(p,q) 

genog sistema ^ * 0 (oznadimo ih sa V™ a = 1,...A) 

sa proizvoljniun koefici jentima v , dakle 

u m = + v a V a m « = 1 A (10) 

Ako ovaj izraz zanenhno u (5), vidimo da totalni Hamiltonijan 
mo2emo pisati u obliku: 
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H + v ♦. 


(H + U“ i) + v° (V “ * } , 

m am 


pri demu su koeficijenti v sasvim proizvoljni (uslovi kon- 

zistentnosti veza zadovoljeni su za proizvoljne vrednosti v a , 

§to nije bio slufaj sa u ra ) , a veze e i Hamiltoni jan H 1 su 

a 

prve klase (Sto znaci da "komutiraju" sa svim vezama u teoriji 
Veza druge klase je ona koja "ne komutira" bar sa jednoir. 
od veza Razbijanje na veze prve i druge klase mr.ogo je bit- 

nije, a nezavisno je od razbijanga na prinarr.e i sekundarne veze. 

Kao Sto je poznato, kvantizacija klasicr.oc sistema sastoji se 
u tore sto dinamidke promenljive prelaze u hermitske operatore 
u nekom Hilbertovom prostoru (oznadavademo in sa kapicom iznad 
si ova) , a Poasonove zagrade prelaze u konutatore operatora: 
a, f" = h -* "g, fj = i fi h, gde je h Plankova konstanta (mi 
koristino prirodni sistern jedinica u kome je h - c = 1 ) . Vezama 
prve klase (p,q) 1 0 ne moiemo pridruziti operatorske identi- 
tete j.(p,q) = 0 , jer bismo uvek mogli nadi neki operator koji 
ne komutira sa vezom c.., a komutira (naravno) sa nultim opera- 
torom 6 . Stoga veze prve klase mo2emo smatrati uslovima koje 
noragu zadovol javati stanja fizidkog sister.a odnosno 

v> = 0. Da bi kvantizacija bila konzistentna, moramo obezbe- 
diti da za svake dve veze prve klase vafi: Jf.., = 0. 

Ukoliko to nije mogude, takvu teoriju ne moSemo uspeSno kvantizi- 


Kod veza druge klase, ne samo da ne mo2emo pisati = 0, ved 
ni j_.lt> * o, jer po pretpostavci uvek postoji neka veza druge 
klase ty, koja iraa nenultu Poasonovu zagradu sa vezom «j, tako 
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da je kontradikcija neizbeSna. Naime. uvek postoji neki od vek 

tora 'v> takav da je: 0 / !_t j , = C j^k * 

Da bismo razumeli kako treba reSiti ovaj problem, razmotrimo 
prost primer, kada iraano samo dve veze druge klase tj - q x 0 
i s o. Ocigledno, u ovom sludaju izbacili bismo promen- 

1 jive qj i p. iz teorige i zadriali samo preostali skup koor- 
dinata i impulsa. Isto mozemo postidi i na slededi nadrn: redefi- 
nisimo Poasonove zagrade, tako da u sumi (4) s uzima \rednosti 
2 ,3 r. Tada de svaka varijabla imati nultu Poasonovu zagra- 


du sa vezana ; 


, tako da ove veze mozeno smatrati jakim: 


. = 0> ?2 = o. Jake veze nakon kvantiziranja prelaze u opera- 

• - _ . : - n i = 5, jer viSe nemamo problema 

torsKe icentitete -j - u 1 2 J 

sa komutiranjem. 

Uopsten je ovog primera sastoji se u slededem: izdvojimo sve veze 
druge klase od kojih ne mozemo lineamim kombinaci jama formirati 
veze prve klase e/ 1 = 0, pa formirajmo matricu M sa elementi- 


M ij “'i 


II . II- 


koje je nesingularna 2) , tako da ima inverznu matricu C 1 - . Zame- 
nimo sada u teoriji Poasonove zagrade novim. Dirakovim zagradama . 
definisanim izrazom 


> II] C ij L* - 11 , 
i ' 3 


Sto mozemo udiniti, jer one oduvavaju jednadine kretanja 2) : 


* - - u T_D 

g - :g* H - 


( 14 ) 
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Dirakove zagrade bilo koje dinamidke promenljive i veza druge 
klase *u nula, tako da ih moiemo smatrati jakim vezama. Kvanti- 
zacija fie sastoji u tome sto demo Dirakove zagrade zameniti ko- 
mutatorima, a veze druge klase postade operatorski identiteti. 

Dirakove zagrade imaju veoma korisnu osobinu da ih ne moramo 
izradunati odjednom, kao u (13) , ved korak po korak. Mozemo prvo 
izradunati preliminarne Dirakove zagrade , sa nekim podskupom ve- 
za druge klase, zatim sa slededim podskupom veza naredne Dirako- 
ve zagrade, tako Sto de na desnoj strani (13) figurisati pred- 
hodne Dirakove zagrade. Proces se nastavlja sve dok ne iscrpeno 
sve veze druge klase. Konadne zagrade bide iste kao da smo ih 
irradunali odjednom, sa svim vezama druge klase. Ova iterativna 
oscbina vrlo je korisna kada imamo veliki broj veza i kac je teS- 
ko invertovati matricu a bide iskoriSdena u oceljcina IV i 

V i u Dodatku II. 


PoSto u jednadinama kretanja za bilo koju varijablu g figuri- 
su proizvoljne funkcije v a , iz zadanih podetnih uslova ne moie- 
mo dobiti jednoznadno reSenje za g(t); to znadi da je isto 
fizidko stanje sistema opisano ditavora klasom funkcija. Slidnu 
situaciju imamo u elektrodinamici , odnosno u svim kalibraciono 
invari jantnim teorijama, gde zbog invari jantnosti konadne teorije 
u odnosu na lokalizovanu grupu sve Ojler-Lagranzeve jednadine ni- 
su nezavisne, te ne moiemo dobiti jednoznadno reSenje jednadina 
kretanja.®^ PoSto razlika primamih i sekundamih veza nije esen- 
cijalna (ona zavisi od izbora podetnog Lagraniijana i moze se 
promeniti dodavanjem totalnog izvoda po vremenu proizvoljne funk- 
cije) prirodno je da Hamiltoni janu H dodamo i sekundame veze 


prve klase sa pxroizvol jniro koef ici jentima v b 


^ = h t • - b • 1 


v“ = H' + v a + v b i^ 1 


(15) 


dime dobijamo proSireni (extended ) Hamiltoni jan, koji je i fi- 
nalni Hamiltoni jan naSe teorije. U njemu moiemo zameniti jake 
veze, nakon definisanja Dirakcvih zagrada, ako time dobijamo 
prostiji izraz. 

Na kraju, napomenimo da je generalizaci ja na sludaj teorije po- 
lja neposredna^ ' . C slededem odeljku, kao i u Dodatku II, bide 
date odgovarajude formule, jer demo mi Dirakov metod primeniti 
na sludaj AjnSta jn-Kartancve teorije u kome je materija opisana 
spinornim poljima. 
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m. VREMENSKI KALIBRACIONI BSLDV I NEKI OPSTI ZAKLJUCCI 
O HAM ILTOSO VOJ PORMULACIJI POENKARE INVARIJANTXIH 
KAEIBRACIOSIE TEORIJA 

Kao Sto je jasno iz prvog odeljka ovog rada, kalibraciono inva- 
rijantne teorije formulisane su korpletno u Lagrar.5evoc foraa- 
lizstu. Poieljno je ispitati kako se, pri lokalizaciji Poenkare- 
ove grape siraetrije, menja Hamiltoncva fornulacija ovih teorija. 
Pretpostavxrao stoga da nar. je pozr.at pocetni LacranSijan 
L' r ‘ * L (u , i^u) , invar! jantan u odnosu na Poenkareovu crupu. 

Sa den o oznaSavati sve velidine kcje se ocnose na sister; pre 

lokalizacije crupe. Takodje demo usvojiti konvenciju: ca podetna 
slova latinske i grcke azbuke budu prostomi inceksi a,b,c,d = 
1,2,3 i a,r,>,* = 1,2,3 Lorencovih i svetskih ter.zora res- 

pektivnc, dok deno, kao i ranije, dopustiti da slova iz sredine 
azouka uzimiu sve detiri vrednosti. 

Pretpostavino da je za ovaj LagranJijar. sprovedena Dirakova pro- 
cedura. iz aefinicije impulsa: 

- cL-/3u. o « *'(u. 5 kU) (1) 

slede priaame veze 


; »‘ u ' V' T '' V'> - 0 (2) 

Prime tino da se u vezama (2) pojavljuju prostomi izvodi polja i 
inpulsa, a oni su analogni razlici koordinata (inpulsa) u istom 
trenutku vrenena u sludaju teorije sa konatni* broken stepeni 
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slobode. Dakle , prostomi izvodi polja (impulsa) ne zavise od 
brzina (izvcda impulsa po vremenu) . 

Gustina kanonidkog Hamiltoni jana definisana je izrazom 

H' = v'u, - L' = H'(u, 3 u,t') !3) 

o a 

dok je sain kanonicki Hamiltoni jan dat integralom 

HI ' = J H'd 3 x . {4) 

Totalna gustina Hair.il toni jana i totalni Hamiltoni jan su 

H T ' = H ' -*■ u n a T ' = / H T ' d 2 x (5) 

rr. ' 

Iz aefinicije Poasonovih zagrada (2.4) slede uopstenjem na cc 
broj stepeni slobode osnovne Poasonove zagrade : 

[u r (t,x), (t,y ) j = c r s c 3 (x - y) , (6) 

gde su u r element! vektor kolone u, element! vrste t', 

a £ 3 (x - y) trodimenzionalna Dirakova delta funkcija. Jednacine 
kretanja za proizvoljnu varijablu g su 

3g(t,x)/3t = [g(t,x),HJ '] + / u m (t,y) [g(t,x), <^(t,y)jd 3 y 
= [g ( t , x ) , H T '] 

Iz uslova konzistentnosti primamih veza dobijarao sekundarne ve- 
ze i nvozemo odrediti neke funkcije u m (x). Kao i u sludaju sistema 
sakonainim brojem stepeni slobode, sve veze mozemo podeliti na 
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veze prve i druge klase. Koristedi relenja za u-ove , totalni 
Hamiltonijan moJemo pisati u obliku 

H T « H 1 ' «• v a , (8) 

gde su H 1 i velidine prve klase definisane formulom (2.11). 

Dirakove zagrade definisane su analogno formulama (2.12-13) i 
date su u Dodatku II formulama (D. II. 7-9). 

Pretpostavimo sada da srao podetni Lagranzijan L' udinili inva- 
rijantnim u odnosu na lokalizovanu Poenkareovu grupu, tako 5to 
smo definisali novi Lagranzijan formulom: 

L® = b L'(u, D k u) = L m (u, 3 k u, h k “ , A 1 ^) , (9) 

pri demu je na osnovu formula (1,18) i (1,23) 

D k u = h k U (u, y -f I A ij y S ij u) (10) 

a su generator! posmatrane reprezentaci je Lorencove grupe . 

Lagrandijan slobodnog gravitacionog polja za sada nedemo preci- 
zirati (tj. nedemo se odmah ograniditi na Ajn§ta jn-Kartanovu te- 
oriju) . O njemu jedino znano da od potenci jala A i h mode 
zavisiti sarao preko krivine R i torzije C (koje su date for- 
mulama (1.24-25) ) : 

L = L° ♦ L 9 L g * L 9 (R ij kl , C i jk ) (11,12) 

Postavidemo sada sebi slededi zadatak: ispitati kakvog je oblika 
Hamiltonijan koji odgovara Lagrandijanu (11), kakva je njegova 


veza sa Hamilton! janom (5) i ita se mode generalno redi o veza- 
na ovakve teorije. 

Pre nego ito odgovorimo na ova pitanja, napomenimo da u Hamil- 
tonovon formal izmu, za razliku od Lagranzevog, vreme iraa izdvo- 
jenu ulogu u odnosu na prostorne koordinate. Sve dok se sludimo 
lorencovir. (or togonalnim) lokalno inercijalnim sistemima ,nulta 
koordinata ima smisao vrenena u odgovara jucen sistemu. S druge 
strane, u opstir. koordinatnir. sistemima sve koordinate su ravno- 
pravne, pa nulta koordinata ne mora imati smisao vremena. PoSto 
zelino da zadrdir.o izdvojenu ulogu vrenena, radidemo samo sa onom 
klasom ger.eralnih koordinatnih sistena u kojima je nulta koordi- 
nata x'~° zavisna samo od vrenena u Lorencovorr sistemu x k °, 
tako da ne zavisi od prostornih Lorencovih koordinata x a ; dru- 
gim recina, nametnudeno uslov na tetradna polja: 



Geometri jskim rednikom (koji mi maksimalno izbegavamo, jer u 
gravitaciji vidimo pre fizidko polje nego georaetriju) , fiksira- 
li smo vremensku "nogu" tetrade ( "detvoropoda" ) tako da se pokla- 
pa sa norma lorn na hiperpovr§i x”*° = const 3 * . Posledica ovog 
vremenskog kalibracionog uslova (time gauge) bide proporcional- 
nost impulsa polja materije pre i nakon lokalizacije Poenkareove 
grupe (up. formulu (19) nide) . 

Navedimo nekoliko formula koje su posledica uslova (13) i koje 
de biti od velike koristi u daljim radunima. Inverzna tetradna 
polja b k o i b° Q mogu preko relacija (1.22) biti izradena preko 
tetrada formulama 
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b° 0 * i/h 0 ° b° o = 0 b a Q = -b° o b a a h Q “ , 
dok su polja inverzna poljima h^ 6 


. a .a _ , a a ,b _ x b 

h a b g * 5 3 h a b a ~ 6 a 


Determinanta b ima blok dijagonalnu forinu: 


b = det (b k ) = b° det (b a ) = b° K , 
- o a o 


dok su nulti i prostorni kovarijantni izvodi dati formulama 


D u = h ‘ (u, + i A 1 ^ S. .u) 

o a a 2 an 


V * »o° (u 'o ♦ 1 o S ij ul *■ V »\ D a “ (18) 

Prinetimo vaznu dinjenicu, posledicu vremenskoa kalibracionog 
us 1 ova, da prostorni kovarijantni izvodi D £ u ne zavise od br- 
zma polja materije u» c . Ovu cinjenicu iskcristidemc da pove- 
zero nove inpulse polja materije u gravitacionom polju sa 
inpul sima slobodnog polja materije ~ ' 


■Ab L'(u, D. u)) 3(D u) 

- K O 


’ = 3L/3u, = 3L /3u. = — . k O 

° O 3 (Du) ~T TTT 


- b o K -'(u,D,u) h ° = K t'(u, d.u) 


odnosno 


,(U ' U 'k' V' A ij v )/K = t '(u, D k u) 


Vidimo da nove impulse polja materije u 


gravitacionon polju 
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mo2emo dobiti iz starih ( 1 ) zamenom obidnih impulsa kovarijant- 
nim i mnofcenjem sa K. Odatle odmah zakl juCujemo da i primame 
veze mozemo izraziti preko starih veza (2) formuiom 


$ m (u, 3 u,n, 3 *, h. A) = »'(u, D u, t/K, D ( tt /K ) ) 

m a a m a a 


Ostale priname veze i impulsi zavise od konkretnog izbora 
LagranS i jana (12). Medjutim, i o njima mozemo odmah nesto zak- 
ljuditi. Pored polja materije nama su osnovne promenljive i po- 
tencijali h a 3 , h Q " i A 1 - 1 tako da demo sve impulse u teoriji 
definisati formuiom 


5L = - £u, + £h a , + 77° 5h U , + it. . v 5A i;} , 

o a a o uoo n uo 


Primetimo prvo da izvodi tetradnih polja figurisu samo u L 9 i 

to samo preko torzije C 1 ., jer krivina ne sadrzi izvode h, u , . 

k v 

Koristedi formulu (1.25). sabirak u torziji koji zavisi od brzina. 


C 1 .. (h. ) = 2 b 1 j h - .° h. A l 
]k o J b k j 


tako da korisdenjem vremenskog kalibracionog uslova (13) dobija- 

mo da torzija ne zavisi od brzina . odnosno 

J o o 

Ci ab ,h ’=> ‘ 0 C \o lh -o> - V b \ b a° 'o <”,24: 

tako da ni L 9 ne zavisi od brzina h 0 U » 0 * Odatle odmah dobijamo 
4 primarne veze 


*° = „° L * 0 
U l* 
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S druge strane, izvodi A-potenci jala javljaju se samo u krivi- 
ni; no zbog antisimetrifinosti po u i v u formuli (1.24) 
vidimo da brzine A i3 Q , o otpadaju iz izraza za tenzor krivine, 
tako da dobijamo joS 6 primarnih veza: 

*ij° : V ■ 0 ,26> 

ZakljuCci o vezama (25) i (26) vaie bez obzira na konkretan iz- 

bor Lagraniijana L g i mogu bill jedino naru§eni dodavanjem 

neke 4-divergenci je Lagranfijanu L g (R 13 kl , C 1 ^). Mi demo na- 

dalje predpostaviti , da i kad dodamo neku 4-divergenci ju, ona 

ntora biti takva da novi LagranSijan ne sadrii brzine h Q J , 0 i 

A ij , . 
o o 

0 reSivosti jednafiina za impulse n o i po brzinama, kao 

1 o eventualnim novim primamim vezama, ne rooiemo redi niSta sve 
dok ne izaberemo konkretan oblik L g ; no i iz ovih veza moSemo 
izvudi dosta informacija o obliku Hamilton! jana i o sekundarnim 


PoSto je interakcija izmedju polja materije i gravitacije dobi- 
jena zaroenora obidnog izvoda kovari jantnim (minimal coupling) , ta- 
ko da Lagraniijan L m dat formulom (9) ne sadrSi izvode potenci- 
jala A i h , kanoniika gustina Hamilton! jana bide jednaka zbi- 
ru gustina Hamiltoni jana H® i H g koje su dobijene, respektiv- 
no, iz L ra i L g : 


H = H ir + H g * (* u, - L m ) + (r k 
o i 


Pozabavimo se detaljnije gustinom Hamiltoni jana materije u 
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gravitacionom polju H m i povezimo ga sa H : 

H™ = IT u, o - L m = K *'(u,D k u) u, 0 - b L'(u, D k u) 

Zamenimo u poslednjoj formuli u, Q iz formule (18): 

H'" 11 = b (-'(u,D k u) D q u -L'(u,D k u)) - 

- (b° o K) r'(u,D k u)(^ h Q ° A 12 o S ij u + h o ' 1 b 9 a D a u) (28) 

Uzimajudi u obzir vezu impulsa (19) i definiciju gustine Hamilto- 
ni jana materije pre lokalizacije grupe (3) , prvi sabirak jednak 
je b H'(u, D a u, — /K ) ; drugim recima, cn se automatski dobija iz 
H' zamenom obidnih prostornih izvoda kovari jantnim, starih im- 
pulsa sa */K i mnoXen jem sa b. Uzimajudi u obzir izdvcjenu 
ulogu promenl j ivih h c “ i A lj Q , diji su impulsi nula, a daju 
primame veze (25) i (26), pogodno je H® pisati u obliku 


,.n = b e Q a®! + ^ H® a 4 A^ o H 4j 


gde su velidine H® 1 , H® a i H® i; . date izrazinui 


H. = K H ' (u, D u, r /K) 


D a U ’ * 5 ^ S 15"’ 


(29) 

(30) 

(31) 


H® ±j = (-1/2)- S i . u (32) 

i ne zavise od h Q u i A 3 


o 


ved samo od ostalih promenl jivih 


IV. sluCaj ajnstajn-kartanove teorije 


Izaberimo sada najprostiji moguci oblik Lagranzi]ana slobod- 


r.oc aravi tacioncg poijs: 


. - = ib'2 X ) R 


ode je H Ajr.szajnova gravitacicna konstanta, a skaiarna kn 
vina R dobija se kontrakcigoir. iz (1-24): 


L g (h, A, 3A) = ( b/x) h i -'“ h^’- (A 1 v + A kv A „) (2) 

Prime tino da je Lagranzijan (2) linearan i nehomogen po brzina- 
r =, . , Q i ne zavisi od brzina h^" 1 ^ * Odatle sledi da su 

svi inpul si - . .. " i - k funkcije potencijala A i h , od- 
nosno da je broj pnmamih veza jednak broju impulsa. Zbog tako 
velikog broja pnmamih veza, pogodno je da §to vise njih bude 
prostcg oblika, npr. * = 0 .Taj cilj postidi demo ako izvode 
prebacimo sa A-potenci jala na tetrade kojih je manje. Definisi 
mo stoga novi Lagraniijan, koji se od pocetnog Lagranzijana (2) 
razlikuje za pogodno izabranu 4-divergenci ju (koja ne utide na 
Ojler-bagranzeve jednadine kretanja) a ne sadr£i brzine A ^ u#0 


L g (h, 3h , A) = L g (h, A, 3A) - ± (b h. [W h A 1 ^),* 

* 5 [ (b h i [ “ h j'' 3) 'v A±3 » + b VV’ 131 

Pokazademo da ova 4 -divergenci ja nede naruSiti naSe opSte zak- 
ljudke o primamim vezama (3.25) i (3.26), tj. da L g ne zavisi 


a J ) . 
n u ' • v 
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od A* :) o , o i h o u /Q . Mi demo na dalje raditi sa LagranSija- 
nom (3) . Pored gore navedenog tehniSkog razloga, za to postoji 
i slededi argumenat. Kao ito je poznato 1 ' , potencijali A nisu 
prave dinamidke promenljive; ukoliko je L m linearan po u , 


iz Ojler-Lagranzevih jednadina kretanja mozeiro izraziti A-po- 
tencijale u funkciji polja materije i tetrada i njihovih izvo- 


da A - f (u, 3u, h, 3h) . Postavlja se pitanje: smemo li ove iz- 


raze zameniti u podetni Lagranzijan i time eliminisati A-poten- 
cijale iz teorije 


L(u, 3u, h, 3h) = L(u, 3u, h, ah, f, 3f) (4) 

tako da jednadine kretanja za preostale promenljive budu ocuva- 
ne, odnosno da vagi 


SL/ih = 0 (6L/6h) L , = 0 

<=> '*-£ (5) 

c.L/ ou = 0 (5L/5u) = 0 

Odaovor na ovo pitanje je potvrdan u sludaju da Lagranzijan L 
ne zavisi od izvoda A-potenci jala 1 1 ’ . Ovaj problem poznat je i 
u standardnoj, AjnStajnovoj teoriji gravitacije, gde ulogu A i 
h preuzimaju koneksije r i metrika g i gde je takodje poka- 
zana ekvivalentnost oba nacina (tzv. formalizmi prvog odnosno 
crugog reda) . 2a Lagrangi jan L sprovedena je Dirakova proce- 

4 ) 

cara . Mi demo zato raditi sa Lagrangi janom (3), na koji je 
primenl jiv gomji teorem, geledi da proverimo rezultate dobije- 
ne u pomenutom radu, posebno pitanje da li zamena (4) utiie na 
Dirakove zagrade za preostale varijable teorije. 
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Na kraju ove diskusije napomenimo da doprinos 4-divergenci je 
Hamiltonijanu moge biti netrivijalan, jer tetradna polja ne 
moraju iSfiezavati na beskonadnosti (u ravnom prostoru one su 
Kronekerove delta funkcije) . Ovaj problem diskutovademo detalj- 
ni je kada izvrsimo Hamiltonovu formulaciju teorije, gde de apo- 
steriori biti opravdano dodavanje ove 4-divergenci je . Posle ove 
digresije, pozabavimo se detal jnije Lagrangi janom (3) ; koriSde- 
njem forraule za izvod determinante 


b, u = Ldet(b k v )l, = -b b k v h k , 


njega mogemo prepisati u obliku 


L ? =| »«,b\ > b ll '’..*A 1 kv A« 11 l 




Lagrangi jan (7) moge se napisati kao zbir Lagranzijana 


L g = L g (l) + L g ( 0 ) 


gde je L g (l) linearan i homogen po brzinama tetrada 


(q) - I -i 05 V'o- “Mi” W’oJ 1 


w ° > 1 


dok L g (0) ne zavisi od brzina i moge se dobiti iz (7) zamenom 
indeksa y sa a osim u sabirku kvadratidnom po A. 

_ k u 

Iz definicije impulsa (3.21) vidimo da je L (1) - * u h k + 

+ A 1 ^ tako da je kanoniSki Hamiltonijan 




H<3 = tk u h k U 'o + \j U - Lg <D - L g (0) = -L g (0), ( 10 ) 

jednak nehomogenoir. deiu Lagranzijana sa suprotnim znakom. 

Akc sad iskorisziro vremenski kalibracioni uslov (3.135, za li- 
near:, i dec Lacran* i jana dobigano izraz: 

L g ( 1) = i (h 3 H b - - b x* - .ao ; 

K Pi £ - c r ' 1 


aok nakon duzeg raiuna kanomiki Mar il ten i -ar. (od-.osr.c -: 9 C’ 

moienio rapisati u obliku 


ij 5 _ i.o „al o a c id - 

b o “ * b o h o h 'a + - 0 -,* 

ode veliiine H 91 , K 9 3 , H g . . ne zavise oc h c ' 
su forr.ula.TB 


H gl = H h ■“ h. v S -‘ (A ac + .a .kb . 
* a t £*b A k, " 5 


HC : - 2 5 (Aa ° 5' aj * A*, .^ £ . ) 


H? oa " i <V'a * ^ a /K - A b ^ 


H 9 - K V, 11 .O 

H ab - 5 h U A b’ 


dok je 3-divergenci ja t>\ dat a £ ora ul on 


D °'«- & b °° < 2 h i° ‘ B ,: v A 1 *,)]. 


Potraiirno sada pri**™ ve2e; deftnicije 

odgovara h/ odmah dobijamo 


ko ji 



u o 


(23) 
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gde su gustine Hamilton! j ana H 111 i dati formulama (3.29- 

32) i (12-17) respektivno a veze formulom (3.20). Pre ne- 

go Sto ispitamo uslove konzistentnosti primarnih veza (20-22) , 
navedimo da osnovne Poasonove zagrade u na§em sludaju glase 

- h k“ (x) ' '\ (x ')] = 6 k R Mx-x') (24) 

( X ) , * kl (x')j = 6 ^ ^ d(x-x') (24') 

;u r (x) ,ir g (x')3 = « r s 5(x-x') ( 24 ") 

P r: tenu 3 e x = x ° . Na dalje demo koristiti konaenzovanu r.o- 
taciju, tako da cemo umesto (24 ') pisati 

"h" * 5[ ff v 

y 

Uslove konzistentnosti primarnih veza 3$ m (t,x)/3t * 0 slicnO 
formuli (7) mozemo pisati u obliku 


fu ' m *£ d 3 x' + [c-. hi 2 


odakle vidimo da je za ispitivanje ovog sisterna prvo potrebno na- 
='i Poasonove zagrade izmedju primarnih veza (indeksi m i n u 
aornjOD formuli prebrojavaju sve primarne veze). PoSto veze ntate- 
0 ) zavise od potencijala samo preko prostornih kovari- 
jantnih izvoda u kojima ne figuridu potencijali A 1 ^ i 

)) . a ni u vezama (20-22) se ne pojavljuju ove velidine, 
impulsi j r ° in;,* 

° u imace nulte Poasonove zagrade sa svim pri- 

inamiir. vezama, dakle 


II 




( 26 ) 
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tako da de uslovi konzistentnosti veza 4° u i 4 i; j 0 dati se- 
kundarne veze 


[n° , a ] =0 

L u J 


K.°, a] - 0 


Pre nego Sto ih eksplicitno izradunamo podsetimo se da kanonid- 
ku gustinu Hamiltoni jana moiemo pisati u obliku 

» , b° c H 1 * b 0 0 h c “ H a * A 1 ^ H tj - D°, a < 29 > 

(uporediti f orroule ( 3 .29-32) ,< 3. 27) i (12-17), pri demu velidi- 
ne H 1 = H^ 1 - H™ 1 , H a = ^ + h\ i H.. = H™. + H^.. ne za- 
vise od A 1 ^ i h ' . Koristedi formulu za Poasonove zagrade 
o o 

inverznih tetradnih polja i impulsa 

fir k , b' 1 j = b k b 1 5 (x-x ') (30) 

L v' u J v u 

(koju dobijamo iz (24) i relacija ortogonalnosti (3.14-15)), kao 
i din jenicu da 3-divergenci ja ne utide na Poasonove zagrade do- 


[■ij 0 . a J - A ' lk ol B i'k dJ ' * i[ “ ] H 


ij "ik “ij 


odnosno sekundarne veze (28) su eksplicitno 


V. . = H. . = 0 
x iD ij 


Analogno dobijamo i veze (27) 


0-V *1 “ h '°cJ (H ' X + h o“ H V ^ 


(b° ) 2 (H 1 + h * H ) = 0 
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. a] = J[.° h 


° , h' 6 " b'°_ H' dx' = -b° H 


Kako je b Q f 0 (inace podetni Lagranzijani (3.9) i (1) posta- 
ju jednaki nuli) unesto veza (32) i (33) mozemo uzeti njihovu 
lineamu kombinaci ju, tako da demo za sekundarne veze uzeti pros- 
tije izraze 


= H 1 = H® 1 - H* 1 • 


X . = H = H^' 


+ H’ = 0 


(34,35) 


Preajimo sada na uslove konzistentnosti vezi 


0. Posto u 


vezama raaterije figuriSu odgovarajudi potencijali A 13 .,, preko 
prostomih kovari jantnih izvoda, teSko je izvrSiti op§tu analizu 
bez konkretnog poznavanja ovih veza. Predpostavimo zato da veze 
materije ne zavise od prostornih izvoda polja i impulsa odnosno 
da su cblika (upor. (3.20)) 


,(u h 5 ) = 4 '(u, t/K) 
3 


'J tom su sludaju Poasonove zagrade impulsa i veza irate- 

rij e nula. PoSto ni u ostalim primamim vezama ne figuri§u poten- 
ci^ali A ab a , uslovi konzistentnosti za c^ 3 daju takodje se- 
k undame veze 


;* Hi ] 

ao 


koje de kasnije biti eksplicitno izracunate i reSene do potenci- 


^alima A a . Od svih primarnih veza 


• 0 ostale su nan 


jos •'eze * ao - 0. Na osnovu formula (24) jedine nenulte Poaso- 


nove zagrade sa primamim vezama su 
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uslovi konzistentnosti prinarnih veza ? b s daju 


odakle mozemo odrediti nepoznate funkcije u D °. . Tc da li de 
u bo , zavisiti od u‘" odnosno da li ce bit! mogufe odrediti u“' 
iz uslova konzistentnosti veza r.atenje zavisi oc kor.kret- 

ncg izbora pocetroc Lacranz i jana r.aterije. 'C svakon slucaju nisno 
dobili neve sekundarr.e veze. 

Tine smo zavrSili prvi korak procedure opisane na straai 23 , od- 
nosno dobili smo prvu qrupu sekundarnih veza Inararao potpur.o za- 

nenarujerno uslove konzistentnosti veza nateriie : , ta.-co da fci 

- in 

sekundarniir. vezana koje smo navel i trebalo dodati i ever.tualne 
sekuncarne veze ko;je poticu od ovih veza) . 

Nadjino eksplicitno sekundarne veze (31). Posmatrajno prvo veze 
*"- a b : ® • Koristedi formule (16), kao i (3.32) odmah dobijano 

U _ K . a ,o 1 

ab x h > b> " 2 ' S ab u 8 0 (44) 

Umesto ovih veza pogodno je posnatrati veze u kojima je A° b;i 
elir.inisa.no ponodu prinarnih veza ; b : 


'ab 2 (H ab " * h >" V,c 'V = 2 h V ^ b j 3 - » S^u = 0 (45) 


0 ovin vezana bide viSe redi kasnije. 
Veze H ao dobi jamo iz (15) i (3.32) 


H ac*if* b ao V-I (« o. 


~TV - n S 1 
2 K ao 
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Ovde je vaino naponenuti slededu Cinjenicu: veze (47) i (51) 

mo2emo smatrati reSenim po A ab i A° samo ako je S , 

ao j abc » 

odnosno izraz [r^ 0 , ** "j » nezavisan od ovih velifiina. PoSto 
H m zavisi od A-ova samo preko kovarijantnih izvoda (prostornih) 
naj jednostavni je je predpostaviti da je podetni Lagraniijan ma- 
terije linearan po brzinama (pa i po sviic izvodima) tako da je 


38 


Hamil ton i j an materije funkcija samo polja materije i njihovih 
impulsa, i ne saarzi izvoce polja materije. Slicnu situaciju 
imamo i u Lagranzevora formal izrou, kada moramo da udinimo istu 
predpostavku ako zelimo da eksplicitno resimo jeanacine kreta- 
nja po A-potenci jalima 1 ^ . 

Da reziairamo sta smo do sada dobili: iz uslova kor.zistentnos- 
ti primarnih veza, dobili smo sekundarne veze (34-35), (45), 

(47) i (51) i odrecili smo u a i u DO tako da su nam. za sada 

3 p 

. •• ab oa ab , m. 

cstali neodredjeai u Q , u Q , u Q , u c i u 

Predjimo sad nauslove konz istentnosti dobijenih sekur.darnih 

veza. Vidimo odmah da nam veze i onogucuju da odre- 

dimo mnozitelje u aD , i u oa jer oni stoje uz Drinarne veze 

- 3 = 0 i - ° : 0 sa kojima gore navedene sekundarne veze 

3D 03 

inaju nenulte Poasonove zagrade proporcionalne Kronekerovim 
delta-funkci jama respektivno. Bitno je da ne dobijano nove se- 
kundarne veze. Mi nedemo oared jivati ove u-ove a ni u-ove date 
formal ana (39) i (43) poSto ceno konstrukci jom Dirakovih zacrada 
veze koje stoje uz ove mnozitelje udiniti jakim, ocnos.no strogo 
jednakim nuli. Na taj nacin de ovi mnozitelji veza ispasti iz te- 
orije pa ih zato ne treba ni izracunavati . 

PoiSto smo obezbedili da uslovi konzistentnos ti veza X a v,^ 3 K a 
ne daju nove veze mozemo pristupiti konstrukciji preliminamih 
Dirakovih zagrada. Ove veze, zajedno sa primamim vezama « £ - 
mozemo pisati u obliku 

A \ f ^u (h - K • t ' K v' u ' 1t) i,j,u ¥ a,b,c (53) 


1 
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(uporediti formnle (20), (47-51)). Pored ovih veza posmatraj- 
mn i primame veze (22) , odnosno njihov podskup 


i,j,u ¥ a,b,o 


I ako je situacija vxlo slidna primeru raanotrenoE na strani 15, 
prelirdname Dirakove zagrade konstruisane pomodu ovih veza, 
nisu prosto jednake PoasonoviB zaoradana iz kojih su izbadene 


promenljive A 


li » j » ¥ a,b,o) . 


U Dodatku II dat je eksplicitni oblik ovih zagrada (up. formu- 
lu (D.II.3) koja se lako uopStava na sludaj teorije polja). 
Bitna osobina ovih preliminamih zagrada je da one ne menjaju 
osnovne Poasonove zagrade izmedju preostalih varijabli u teori - 
ji. Zato demo ni u svim izrazina u teori ji eliminisati A 

i , j ¥ a,b,o pomodu veza (53) i (54) i na dalje raditi 
sa os tali m promenl jivima (mi nedemo izvriiti ovu zanenu ekspli- 
citno - time hi dobili dosta konplikovane izraze koji nam nede 
bit! potrebni - ved demo na dalje jednostavno pod A 13 _ podra- 
zunevati odgovarajude funkcije preostalih promenlji- 


vih a impulse 


nedemo ni pisati ) . 


Posle izvrfcene elirdnaci je ostali «mo sa vari jab lama 


V v • A- 


dok su preostale veze u teori ji 


« =0, .° r 0 . » b = 0 (primame) 

n * v a» 


H 1 = 0, H„ • 0, X « 0 


(sekundarne) 


Kanoni dki Hand, ltoni jan moieno pisatd. u fornii 


B * b° H 1 + b° h ° H + ~ X 4 D°, 

o o o a 2 oab ’ i 


pri £emu smo iskoristill £injenlcu da su H jake veze (upo- 

rediti formulu (52)) kao i formulu (45). Totalni Hamiltonijan 

dat je pomodu kanonidkog i preostalih primarnih veza (58) na 

uobidajeni nadin. Naravno i u H 1 i u H treba izvrSiti ell- 

a 

minaciju A 1 - 1 , i,j,u # a,b,o. Ostalo je jo£ da proverimo da 
li uslovi konzistentnosti sekundarnih veza (59) daju nove veze. 
Na osnovu smisla vezaprve klase - one predstavl ja ju funkcije 
generatrise beskonadno malih kontaktnih transformaci ja koje ne 
menjaju fizi dko stanje si sterna 2 ' - mo 2 emo u naSoj teoriji ode- 
kivatl sledede veze prve klase: vezu koja odoovara proizvolj- 
nosti izbora vremenske skale, 3 veze koje odqovaraju translaci- 
jama u ravni x° = const i 6 veza koje odaovaraju rotacijama 
lokalno inerci jalnih koordinatnlh sistema u ovoj ravni. Ovim 
ve zama respektivno treba da odgovaraju naSe veze H 1 , H a , x ab - 
Ovu tvrdnju mogude je eksplicitno proveriti tek nakon eliminaci- 
je svlh veza druge klase (ukljudujudi i one koje potidu od mate- 
r i je) . Inade se node desiti da neke od navedenih veza imaju ne* 
nulte Poasonove zagrade sa ve 2 ama materije 5 '. U svakom sludaju 
uslovi konzistentnosti veza , H , X ab ne mogu dati nove ve- 

ze, a koeficijenti koji stoje uz njih u Hamiltoni janu (6 0) mora- 
ju ostati potpuno proizvoljni. Tako de, na primer, jednadina 
kretanja za b° o dati (uporediti formulu (3.7)) 

3b V 3t “ « 0 ° 


a koefici jenat u ° , koji stoji uz vezu mora biti 
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proizvoljan jer r° o "komutira" sa svim preostalim vezama u 
teoriji po§to one ne zavise od h Q ° (b° Q * l/h o ° figuriSe 
u vezi x a (up. formulu (51)), no to je jaka veza tako da sabi- 
rak A oa o H Qa ispada iz teori je) . 

Potpuno analogno dokazuje se proizvol jnost koefici jenata h Q a , 
A ab Q , u o a i u ab Q , koji stoje uz odgovarajude veze prve klase. 

Uslove konzistentnosti veza materije treba ispitati u sva- 

korr. konkretnom sludaju; u narednom odeljku posmatrademo interak- 
ciju spinornog polja sa gravi tacionim, tako da demo modi spro- 
vesti Dirakvou proceduru do kraja znajudi eksplicitni oblik ve- 
za ; . 

m 

Na kraju, prodiskutujmo ukratko dinjenicu da je gustina Hamil- 
ton! jana na§e teorije slabo jednaka nuli (ako izuzmemo 3-diver- 
genciju D 3 ,^), situacija veoma dudna sa flzidke tadke glediSta, 
bar na prvi pogled. Kao 5to je pokazao Dirak 2 ' ova osobina Ha- 
milton! jana posledica je slobode u izboru vremenske skale. S 
druge strane, Hamiltonijan predstavlja energiju sistema, 8to bi 
znadilo da je i totalna energija sistema nula. Refienje kontra- 
dikcije le5i u dinjenici da doprinos 3-divergenci je Hami ltoni ja- 
nu moSe biti, zavisno od granidnih uslova netrivi jalan. Mi demo 
predpostaviti da tetradna polja na prostornoj beskonadnosti od- 
govaraju Svardvildovo j (Schwartzschield-ovoj) metric!: 


h o° " 1 - ? h a“ * 4 a* ** * 6 /r 3 


r « (- x a x a ) 1/2 


a - 1,2,3 
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KO rl.t.di fonnulu (17, Kao 1 ).k* (20) 1 (-18) dobi 1-n* 

/ A J x D 3 #j * M 

q , lc Jf . m totaina -n*rgi> Izvora poll*. Tima apoaiaori 

opravdall dodavanie 4-dt vargar.cl }«» Laarant » )anu (2), r ' ! '° 

't ) , I 2 , 

dobll) fizlfikl odakl van rszuitat 
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V. PKJMKK SPJNOKNOG POI-JA 

Gravi radon- Intake,)- <W 1 e« -pi na 1/2 intaraaantna «•* na 
un tafiko <jladl*ta alamantarnlh daatloa vod , u koamolo «jl- 
po*to 1- mar«rl)a u vaaloni. praina aadaftnllm poamatran j Im. , 

• adln)«r.a pr-talno od proton* 1 n*utron«. Ml razmotrltl 

Kami 1 1 nnovu fornuUcl )u A)n4« « Jn-Kartanov- t«-orl)» aplr.ornoq 
,*,])* korlatadi c.p»t- rozultat* do ko)ih »mu dokli u pradhodr.a 
(3 vn Olio J jkfl . 

I. fll |raiill 1 «n aplnornoq poJ ja mi.Jomo u/M I u vldu almatrl Cnom 
\m v 1 < 

I. . J v l r* w - m v <■ * 1 * 

2 K 

JZ kocjn r.o lake. dohijaju Dirakova Jadnartln* z* apt nor no pol;)- * 
1 odqovarajude "Dirakovakl adjungovano" fxjlj- *. Oparator * K 
clef i ni Ran )*- na uoblfi-1-nl nadn. Oznafiimo impula koji odgova- 
ra c. „„ * ' a lmpula koji odgovara * aa » ' (da bl u v-ll- 

Cinama na "" lake- prapoznali vratu) 

« 1 ,'" - « ♦ (* v, 0 » " ' ( 

iz (lofinlci)a lmpulaa odmah dobi Jamo prlmarn- voao 

r . ,* ♦ j l t°* 1 ® (3) 

Primovana vollClno 1 ovdo a-, kao u dalu HI, odnoa- na toorl- 
J»i pro lokaLlxaci J# Poankaraovo grup-. Korlatadl atandardn* 
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Poasonove zagrade 

[/(X), ;;</)] - - * s iy>] - 6 % r ' s - 1 - 2 ' 3 ' 4 

koje mozeino pisati u kondenzovanom vidu 

r i (x) , *'(y)] =- L*'(x)» *(y>] = I (4) 

qde je I jeainicna 4x4 matrica. lako nalazimo 
^.*'(x), i'<y)] = i >° 5 <x-y) (5) 

Posto je Lagrandi jan (1) linearan i nehonogen po brzinana Kamil- 
tonijan ce biti jednak nehomogenon delu uzetim sa suprctnirc zna- 
kon. Totalni Hamiltoni jan de, dakle, glasiti 

H ' sT = - i “ i y a+ 3«+mi''i' + u4‘'+e'u 

2 3 

= H ' s + u ? ' -*■ c 'u - 6 ) 

Iz uslova konzistentnosti primarnih veza (3) lako mozemo odre- 
diti u i u 

U = - i y° H ' S ] 5 - [ V. a ' s ] i >° 

kao §to i treba za veze druge klase kakve su 4 1 t • Nama 
ovi u-ovi zapravo i nisu potrebni jer nakon konstrukcije Dira- 
kovih zagrada veze (3) mozemo smatrati jakim i zameniti ih u 
(6) tako da dobijamo 

H ' sT = H ' S ( * ') = - *'t° Y a "s v 

3 


(7) 
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referenci 5) . Mi demo, medjutim primeniti opSte rezultate izlo- 
iene u odeljcima III i IV i tako reprodukovati vedinu rezulta- 
ta iz navedenog rada. 

Da bismo direktno primenili formule iz predhodna dva odeljka 
bilo bi potrebno da spinorna polja p i posmatramo kao ko- 
lonu sa osam elemenata Sto bi bilo prilicr.o glorazno i r.epcdes- 
no. Zato demo mi u par koraka por.cviti postupak koji nas je do- 
veo do formula (3.29-32), tretirajudl .ip oavojeno, i vi- 
deti kakve su modifikacije u tom slucaju nuzne. Tako dobijamo 

hS9 = b °o K H ' S{ *' D a ft, ft, D a l, it/k, ”/K) 

+ b ° 0 h 0 a -- b 3 a ( ’ v + <D a v),> ; 

* ^o A £ ij" ‘ * S ij *>I (12) 

gde je H' s dato formulom (6). Pored jenjem sa formulama 
(3.29-32) zakl judujemo da u svin formulama iz predhodna dva 
odeljka treba, svuda gde se javlja, zameniti izraz -S. . u sa 
- S i ^v - i j ". Primarne veze dobijamo po receptu (3.20) (ili 
(4.36), jer u njima ne figuriSu izvodi) i one glase 


» - j » i * 0 


» = ” + | i Y°t * 0 


KoriSdenjem ovih veza kao i formula 


k S ij + S ij \ ~ _E ijkl Y ' Y ' 


J ' 1 i Y Y 


Y 5 = i Y° Y 1 Y 2 Y 3 
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( e i jki 3 e potpuno antisimetriian tenzor i c q 123 
dobijamo eksplicitni oblik Hamiltoni jana (12) 


[- | h a 3 (p i y 3 ^ a ft) + «» * ft 


I h 3a c . (2 A 50 J C + A bC J°) 


cl - o ** ,3b _c, 

H a * ? K ( " 2 * 1 Y a 0 * + e oabc A a J > 


" S oa - 0 H> ab - T K E oabc 


odakle opet vidimo da je u nasen sludaju potrebno izvrSiti zame 


- S Qa u - 0 ; * S ab u - ^ K ^ J 


Koristedi eksplicitni oblik Hamiltoni jana (16) lako nalazimo i 
veliCinu S abc datu formulom (4.50) 


S abc * ‘c. »H Sl /=A a \ ‘ - J K ‘oabe ^ 


Zamena formula (19) i (20) u formule (4.47-51) daje 


v = A ° - (h “ b° , - b° h ° A° ) : 0 

x a ao a o' a o o aa 


- a , -(A. + K , ) = 0 

x aba aba aba aba 


K aba * ? b a c oabc J 


gde je A aba dato formulama (4.48). Pri izvodjenju predhodnih 


izraza iskoristili smo da je zbog (20) = C. Formule 

(21-23) kao i vezu c fc datu fornulom (4.20) mozeno iskoris- 


titi za eliminaciju i 


iz teorije kac sto je cpi- 


sano u predhodnom odeljku (i,j,u f a,b,o), pri denu ih treba 
izbaciti i iz Poasonovih zagrada kao sto je objasnjeno u Dodat- 
ku II. Porto <5u primarnih veza koje pcticu iz spinornog dela 
Lagrar.di jana (13) nozeno konstruisati finalne Dirakove zacrace, 
nakcr. cega veze (13) nczeizo pisati kao jake veze u obiiku 


. * -2 i - 


1 . o 
- i i 


i ponodu njih eliminisati i t iz teorije. Osnovne Dirako- 
ve zacrade za preostale varijable bide jedr.ake Poascncvirr. zag- 
raaana osiir. za . , ~ , _a __ . Konstrukcija ovih zacrada izloze- 
na je u Dodatku II i one imaju sleaedi vid 


J I - (x-X ') 


--D 1 . a x , .. 

*iO ,U( x-x ) 


- _a t-~D i . a - . - - 

- a' - = ' 2 D a ' C < x " x ') ( 27 ) 

Ove zaarade odigledno su razlicite od standardnih, Poasonovih, 
i one su iste kao u radu } . Tin*? smo opravdali da elintinacija 
^-stepeni slooode, koja je u ovon radu izvrsena y Lagranzijanu 
korisdenjem jednadina kretanja, nije uticala na konstrukciju 
Dirakovih zagrada za preostale varijable. Stoga su rezultati 
dobijeiu u ovon odeljku esencijalno isti kao u Kasujinom radu, 
osib po pi tan ju 3-divergenci je diskutovane u oredhodnoir, odeljku. 
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materije u gravitacionom polju (3.29-32) 


-ab ' b °o S ab S + 5 b °o h o‘ S ab “ 


- £ i £ p, ml- 

S ab - ab 


Koristedi sada forrsule (5) i (6) kao i veze (1) i (2) jedr.a- 
kost (4) nozeM prepisati u obliku 


V - h :t S £ a: * h la a k bl ~'a * t S ab 


: 0 (7) 


cde sno sa f ozr.adili velicinu 
2 


■ a - V >°o b o°'> + V *°a. + C ~W~ ~ S ao 


Prime tino da nam u jednadinama (7) i (8) figuri§u za sada neod- 
redjeni A ab a i A° ao dok A° a3 roozemo eliminisati koriSdenjem 
primarnih veza : b £ datim fonnulom (4.20). Ako ponnoiimo (7) sa 
b b - mozemo odrediti velidinu f 


f s — — — ( - S u 4 S ' b c) 
a 4K 1 ao ab 


odakle ponodu (8) lako nalazimo A° aQ odnosno dobijamo 


A’ , n = h 
ao 


a 3 b ° 0 . a - b° D h„* * t <S ab b - i '=ac »> 1101 


. ,..,1 e ih S 6 . Tako smo izveli vezu >. 

gde smo definisali s a bc D cS a ab 

Dalje, mnoienjer (7) sa b c o dobi^ano 


^bjci _ abc + K abc abc 


DODATAK I 


U ovom dodatku pokazademo da veze HJ ] = 0 zajedno sa 

sekundarnim vezama (4.46) i (4.44) odnosno 


bn 



a 


1^ 

K 


(K h b a ) 


3 


+ 


y- 

2K 


■n S. u 

DO 


( 1 ) 



,o 

n . ' 
b_ a 


y 

2K 


S 

ab 


u 


( 2 ) 


covode do veza * afa i koje su date for-ulama (4.47-51). 

Uzinajuci u obzir eksplicitni oblik Hamiltoni jana gravi tacionog 
polja (4.13-16), kao i formulu za izvod delta funkcije 


: flt,x,x') -2_ (f <x-x') )d 3 x' = - l_ f . 1 1 , x , x i 


(3) 


vidiir.o aa treba nadi Poasonove zagrade imoulsa r . 5 i izraza 


K . o 3 


(k "o hr a 3 V S >'a + h a 13 ^ ** + 


~ 0 -Kb° 


+ 2 h h A 
o a 


a _ r. , O . O 

O “b " O ~ a£ 


a ~ . a , £ „oa _b 1 

a % £ h o h b A - * 


Konstedi eksplicitno Poasonove zagrade ( 4 . 24 ') dobijamo da 
nase veze moSemo pisati u obliku 


* ch \K h o° (K b °o h ' a a h b' S) '3 + 2 h 0 ' 3 h- a Sj A° b - a - 


- h 


o° ; ° r , 0 V s - 2 » t" hr s: A =. 


+ r r . , HI = 0 (4) 

' ao 


os..ear.ji sabirak lako nalazimo pomodu izraza za Hamiltoni j an 
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materije u gravi tacionom polju (3.29-32) 

(5) 

( 6 ) 

Koristedi sada forr.ule (5) i (6) kao i veze (1) i (2) jedr.a- 
kost (4) mozer.o prepisati u obliku 


: ,a m ]=b° S , “ + ^ b° h 6 S , u 
o ab 2 c o ab 


£ , 


_ h -. a A C - - h = f t + h - 3 h. - " , + | S v 

c b a ^ b a a n 2 K ah 


gde sno sa f oznaCili veiidinu 
* a 


f = h = b° h °, + h a A° + h ° A° + - s u (8) 

a a ooa o aa o ao 2K ao 


Prime timo da nan u jednadinama (7) i (8) figuriSu za sada neod- 

redjeni A ar) i A° dok A° „ irozeno eliminisati korisdenjeir 
J a ao a a 

primarnih veza : b . datim formulom (4.20). Ako pomnodimo (7) sa 

V, 

b“ - mozemo odrediti velidinu f 


-jfe- (- S u + 4 S . 5 b b c ) 
4 k ao ab - 


odakle oomodu (8) lako nalazimo A odnosno dobijamo 

- aa 


A° : h 3 b° , - b° h ° A° + # <S h " T ’ u) (10) 

ao a 0 a o o aa K ab 4 ao 


gde smo definisali S abc * b c£ S^ 6 . Tako smo izveli vezu x a . 
Dalje, mnozenjem (7) sa b cg dobijamo 


c 
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DODATAK II 


U ovom dodatku opravdademo prvo eliminaciju A-potenci jala i 
konstrukciju odgovara judih preliminarnih Dirakovih zagrada a 
zatim pokazati kako se konstrui§u finalne Dirakove zagrade u 
sludaju spinornog polja. 

Zbog jednostavnosti raznotride.no prvo slucaj sa konadmn bro- 

jcm stepeni siobode q r r = 1 R i predpostavimo da smo 

Dirakovom procedurom dobili veze 


?! = Pi = 0 : 2 = q l ' f l (q i' P 3 > = ° i,j " 2 R U) 

(uporediti formule (4.53-54)). Konstruigimo preliminarne Dira- 
kove zagrade za ovaj par veza. Matrica ciji su element! 

u = r. t 1 a.b = 1,2 u ovom je sludaju specijalno jednos- 
‘afc - a b- 

tavna tako da je 

M - ° - C = m' 1 «) 

i i o ; 

Formula za Dirakove zagrade je 


L A, B_ 


[A. Bj - [A, *,] [4 2 , BJ + [A, *2-^*1' Bj 


odakle za Dirakove zagrade proizvoljne dve varijable A i B 
(funkcije svih koordlnata i irnpulsa) dobijamo 


[A. B]° - [A. B ]° * [f,. B] * [A. £ l3 
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indeksoni "o" oznacili Poasonove zagrade iz kojih su 


LzbaSeni Pj i q x : 


3A _ BA SB 

aq j Bp 3 3p 3 ' G 'j 


j = 2 , . . . , R 


Nakon konstrukcije Dirakovih zagraca veze ; 1 i ; 2 mozeno 


smatrati jakim i zameni 


ti ih svuda u teoriji. Take aebija-.o 


ve "orimovane" varijable 


A'(q ,p ) = A(q r , p r ) | 

J q l = f l 

'Pl = 0 

iz kojih su promenljive qj i izbacene porno du veza U; • 

Preliminame Dirakove zagrade za ovakve dve varijable lako na- 
lazimo oonodu (4) 


A ' , 5' D = 'A', B'-° 


odakle vidimo da su one prosto jednake Poasonovin zagradama 
kor.struisanim ponocu preostalih varijabli. KoriStfen jem itera- 
tivne osobine Dirakovih zagrada lako prosirujemo ovo tvrujen 3 e 
na slucaj kada imamo nekoliko impulsa koji su jednaki nuli i 
odqovara jutfih koordinata jeanakih nekin funkeijama preosbalih 
koord^nata i ir?.pulsa. U slucaju teorije polja dokaz je potpunc 
ar.alocan kao Sto <5e biti jasno iz narednih raznatran ja . 

Razmotrimo kako se u slucaju sistema sa beskonacno mnogo steps 
n: siobode menjaju formule (2.12-13) Matrica M afc . i njena 
inverzna natrica C date su fcnnulama 


M ab ,X ' X ' ) = 5v(x')' 
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j M ab (x,y) C bc (y,z) d 3 y = 6 C a 6 (x-z) (8) 

| 

pri 5 emu je x° = y° = z° * x "° = w° . Dirakove zagrade su 

[a(x), B ( y ) J D = [A (x) , B (y) ] - 

- / d 3 z d 3 w [a ( x) , c a ( z ) "! C ab (z,w) [* b (w), B(y)] (9) 

Posmatra jmo sada specijalni sludaj kada su veze takvog oblika 
da su odgovara jude Poasonove zagrade proporcionalre Dirakovoj 
delta funkeiji odnesno kada je 

(x, y ) = M'gv, S(x-y) ( 10 ^ 

Dri 5 emu je matrica M" konstantna. U tom sludaju je 

C ab (x,y ) = C'* 0 5 (x-y) (11) 

ade je C' matrica inverzna matrici M' (zamenom (10) i (11) u 
(8) lako se dobija identitet) . Umesto (9) tada imamo 

[a (x) , B(v)': D = >(x), B(y)l - 

- /d 3 z [a (x) , « a (z)] C'** U b (2)» B(y)] (12) 

Primenimo sada dobijene formule na slucaj spinomog polja odnos- 
no veza 

♦ i * + § i y° * = o ‘ (i3) 

Koristedi standardne Poasonove zgrade 
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indeksom "o" oznacili Poasonove zagrade iz kojih su 


izbaieni p. i : 


. B -o _ -A -B 5A_ 3B 

Sq j 3p j * q j 


Nakon konstrukcije Dirakovih zagrada veze ij i ; 2 mozeno 
snatrati jakira i zameniti ih svuda u teoriji. Tako dobijamo no- 
ve "orinovane" varijable 


A'(q v Pj) = A(q r , p r ) | 


q l = f ] 
<P 1 = 0 


iz kojih su promenljive qj i izbatene pomodu veza (1) . 

Preliminaroe Dirakove zagrade za ovakve dve varijable lako na- 
lazino Donodu (4) 


A ' , B' D = 'A'. 3' 


odakle vidimo da su one prosto jednake Poasonovim zagradama 
kor.struisanim ponodu preostalih varijabli. KoriSdenjen itera- 
tivne osobine Dirakovih zagrada lako proSirujemo ovo tvrdjenje 
na slucaj kada imamo nekoliko impulsa koji su jednaki nuli i 
ocgovara judih koordinata jeanakih nekin funkcijama preostalih 
koordinata i impulsa. U sludaju teorije polja dokaz je potpuno 
analogan kao sto <fe biti jasno iz narednih razmatranja. 

Razmotnmo kako se u sludaju sistema sa beskonadno nnogo stepe- 

ni Siobode men ^ a j u fornule (2.12-13) 9) . Matrica M u i rjena 

ab 

inverzna nui ti r i c a p j . _ 

lca c ab date su fcraulama 




( 7 ) 
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/ M ab (x,y) C* C (y.z) d 3 y = 6 C & 6 ($-1) (8) 

pri demu je x° = y° = z° * x *° = w° . Dirakove zagrade su 

[A (x) , B ( y ) J D = [A (x) , B (y) ] - 

. - / d"z d 3 w [ A ( x ) , « (z)‘i C ab (z,w) U (w) , B(y)J (9) 

Posnatra jmo sada specijalni sludaj kada su veze takvog oblika 
da su odgovarajude Poasonove zagrade proporcionalne Dirakovoj 
delta funkciji odncsno kada je 

M ab (x ' y) = M 'ab 6(x ' y) (10) 

pri cemu je matrica M' konstantna. U tom sludaju je 

C ab (x,y) = C ' aD 5<x-y) (11) 

gde je C' matrica inverzna matrici M ' (zamenom (10) i (11) u 
(8) lako se dobija identitet) . Umesto (9) tada imamo 

[a (x) , B(y)j D = >(x), B (y) 1 - 

- /d 3 z [a (x) , 4 a (z)] C [$ fa (z), B (y ) 1 (12) 

Primenimo sada dobijene formule na sludaj spinomog polja odnos- 
no veza 

» = "--» i 1° * 0 » = * + | i Y° * : 0 ‘ (13) 


Koristedi standardne Poasonove zgrade 
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U. J-] - - 1 1141 

(I je jedinidna 4x4 matrica) dobijamo 

o - OS) 

= i K y 5 (x-x ) 

ta *o da no 5 e,» primeniti for^le (10. - (12). »a«i=a M' 1 C' 

date su fornulama 

0 r - (16) 

- lK o -‘ C 

... n , o,2 _ j r\ ^ *-ajfQVP zacirsdc 

rri denu smo iskoristi.li da 3 e (y 

proizvol jr.e dve varijable pcstaju 

>. b- : d - a. 3-; * | j aV >. «•; 

- 4 d 3 x" . t " ’ A - ' 1/J 

K y 

:z predhodne fornule je jasr.o da ako A i B ne zavise od spinor- 

r.ir. polja i njihovih impulsa kao i od - a njihove Dirakcve zaa- 

race bide prosto jednake Poasonovir. zagradana, ]er de posledrna 

dva sabirka u (17) biti 3 ednaka null. Drugirr. recir.a osnovne Dira- 

kove zagrade za varijable koje "komutira ju" sa vezarna (13) (a 

, ab T o u u -° # h a , (posto sno izbacili A-potenci3 a 

su n o' ab ' *‘o ' a 

le i njihove impulse pomodu veza (4.53-54)), ostaju iste. Mo S u 
se proneniti jedino osnovne Dirakove zagrade dve proirenlDive 12 
skupa v , ", = i ra . . Posto demo mi na kraiu izbaciti iz 

teori 3 e ” i " pomodu relaci 3 a 

7 = _ 2 i t y°/K * = - i k y° ;/2 


(18) 
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koje slede iz veza (13) nakon Sto one postanu jake veze, do- 
voljno je nadi finalne Dirakove zagrade za * , 1 i - a a . 
Direktnim rafunom, pomodu forr.ule (17) dobijamo da su osnovne 
finalne Dirakove zagrade u teoriji u kojoj je izvrSena elimina- 
cija (18) 

D = | I 5 (x-x') (19) 

,': D = ~ b a ,V'- (X-x') (20) 

'- a , -'‘ D = - 4 fc a Z 5 (x-x') (21) 

w 1 4 . a 

a to i jesu formule (5.25-27). 
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